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Los matemdticos han intentado en vano desde hace mucho tiempo
descubrir alguna secuencia en el orden de los niimeros primos,
pero tengo razones para creer que éste es un misterio

en el que la mente humana jamds podrd penetrar.

Leonhard Euler

mpezébamos hace ya més de dos afios, alld por la prima- ..un suerio de mds de dos mil
vera del 2005, esta seccion extrafa y polisémica en su titulo. anos: la bisqueda de los
En su presentacion decia que pretendiamos que fuese dura- niimeros perfectos.

dera. Por suerte y por desgracia las cosas duran lo que duran
y los equipos de direccién de SUMA también tienen derecho
a un merecido descanso relativo. Asi que con esta octava
entrega cerramos un capitulo que confiamos os haya resulta-
do cuando menos entretenido.

Y si entonces acompaiidbamos a Don Quijote y Sancho a des-
facer entuertos matemdticos hoy nos lanzamos a perseguir un
suefio de mds de 2 000 aios: la busqueda de los niimeros per-
fectos.

En matematicas, como en la vida misma, lo simple y lo senci-
llo suele ser a la postre lo mds bello. Y qué mds simple que los
numeros naturales. Esta pretendida simplicidad y las sor-
prendentes propiedades y relaciones entre ellos ya atrajo la
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atencion de los fundadores de nuestra ciencia, los pitagéricos.
A ellos les debemos todas las clasificaciones tan familiares de
los nimeros: pares, impares, primos, compuestos, abundan-
tes, deficientes... y jperfectos!

El mejor de los nombres para una definicién anodina:
Un ntmero perfecto es aquel que coincide con la suma de

sus partes alicuotas.

En lenguaje mds prosaico: el que es igual a la suma de sus divi-
sores, excluido é] mismo como divisor.

Seguramente Dios cre6 el mundo en 6 dias, porque 6 es un
numero perfecto:

6=1+2+3

Y puso a la Luna a dar vueltas alrededor de la Tierra, una vez
cada 28 dias porque 28 es otro nimero perfecto:

28=1+2+4+7 + 14

Ya no se le ocurrié qué hacer con el siguiente 496 y parece que
lo dejé en paz:

496=1+2+4+8+16+ 31 + 62 + 124 + 248

Y los hombres tomaron el relevo de la divinidad y siguieron
investigdndolos atraidos por su magia y por su escasez. Los
numeros perfectos, como los hombres (o las mujeres) perfec-
tos, son dificiles de encontrar.

Euclides habla de ellos en los Elementos, en los tres libros
dedicados a la Aritmética, el VII, el VIII y el IX. Precisamente
en este ultimo Euclides nos deja perplejos con la proposicion
36, que curiosamente es la que cierra el libro y que propor-
ciona un método original para encontrar numeros perfectos.

Si tantos niimeros como se quiera a partir de una unidad se
disponen en proporcién duplicada hasta que su total resul-
te primo, y el total multiplicado por el dltimo produce
alglin nimero, el producto sera perfecto.

Lo curioso del caso es que a pesar de un resultado tan aplas-
tante, del que por cierto nos da una preciosa demostra-
cién...jgeométrical, Euclides sélo habla de los dos primeros
numeros perfectos; el 6 y el 28. En este esquema de construc-
cién, 6 y 28 correspondenan=1yan =2

(1+2)-2=3.2=6
(1+2+2).22=7.4=28

Algo parecido le ocurre a Tedn de Esmirna, a caballo entre el
siglo primero y el segundo de nuestra Era, en su obra Expo-
sitio rerum mathematicarum. Se atasca en el 28.

El gran impulsor de los nimeros perfectos, y de paso de los
numeros poligonales, es un neopitagdrico militante: Nicé-
maco de Gerasa, a principios del siglo II d. de C. Es él en su
Introduccion a la Aritmética, libro que acabaria convertido en
una especie de libro de texto a lo largo de la Edada Media, el
que introduce los términos nimeros abundantes y niimeros
deficientes para aquellos cuyas partes alicuotas suman respec-
tivamente mds o menos que el propio numero. Los términos
abundante y deficiente seguramente estan elegidos pensando
en la cantidad de divisores del niimero.

(...) en lo que se encuentra entre demasiado y demasiado
poco, es decir en el igual, se produce la virtud, la medida
justa, la armonia y la belleza, del que la forma més ejem-
plar es la especie de niimero llamado perfecto.

Como buen pitagdrico Nicdmaco habla de los numeros como
de seres vivos, con propiedades no sélo fisicas sino también
morales, que definen su propia esencia. En el fondo los ntime-
ros son la sustancia de todas las cosas. En el cap. XVI, nos dice:

Encontramos que, igual que las cosas bellas y excelentes
son escasas y faciles de contar, mientras que las cosas feas
y viles abundan, de igual forma los ndmeros abundantes y
los deficientes son muy numerosos y se los encuentra sin



Como buen pitagorico Nicomaco
habla de los niimeros como de seres
vivos, con propiedades no solo
fisicas sino también morales, que
definen su propia esencia. En el
fondo los niimeros son la sustancia
de todas las cosas.

El teorema de Euclides-Euler
de los niimeros perfectos

Si 27'-1 es primo, entonces
27(2"'-1) es perfecto y todo
numero perfecto tiene esa forma.

Y otra vez Euler, en su Tratactus de
numerorum doctrina, nos
proporciona una demostracion que
luego completard en su obra De
numeris amicabilibus.

regla y sin concierto, mientras que los nimeros perfectos
son faciles de contar y dispuestos segiin un orden conve-
niente. Asi encontramos uno solo entre las unidades, el 6;
otro solo entre las decenas, 28; un tercero entre las cente-
nas, el 496 y un cuarto en el interior de los millares, 8128.
Y encontramos que terminan alternativamente en 6 y en 8
¥ que siempre son pares.

Por fin aparecen los cuatro primeros nimeros perfectos de
forma explicita: 6, 28, 496, 8128. Ademas Nicémaco nos tra-
duce a lenguaje sencillo la proposicién de Euclides. De forma
un tanto alambicada viene a decir, en lenguaje actual:

Si la suma de las n primeras potencias de 2 es un ndmero
primo, entonces el producto de la suma por la dltima
potencia sumada es un niimero perfecto.

Si (1+2+42%+...42") es primo, entonces (1+2+2*+...+2")-2" es
perfecto.
(I+2+2*+2°+2%.2=31-16 = 496
(1+2+22+2°+2* +2°+ 29 - 2°= 127 - 64 = 8128

Todo parece encajar a la perfeccion. Pero el bueno de
Nicdmaco se aventura por caminos mucho mas peligrosos.
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Segin sus palabras entre 10 000 y 100 000 ha de haber un
ntmero perfecto y sélo uno. Y lo mismo ha de suceder entre
100 000 y 1 000 000. Y entre 10°y 10'... y, en general, entre 10
Y 10n+1'

Pero, incomprensiblemente, no nos dice cudles son los nume-
ros perfectos de 5, 6 y 7 cifras. Bueno, en realidad no nos da
ninguno a partir de 8128... Se ve que no estaba por la labor de
perder su tiempo comprobando si

(A+2+22+ 22+ 28+ 2°+ ... +27) =21

era 0 no un numero primo para cada valor de #, a partir de 6.

Propongo al lector que haya llegado hasta aqui, que calcule
DE CABEZA (o con una calculadora o una hoja de calculo) el
quinto numero perfecto. Merece la pena....;Sorpresa!
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Los 10 primeros

Los que lo hayan hecho habridn descubierto por qué
Nicdmaco no sigui6 con la lista. Se habia equivocado en algo...

Por cierto, los nimeros de la forma 2* — 1, que son primos son
los populares primos de Mersenne. El mas grande conocido
en 2006 era:

232582657_ 1

Un nimero con 9 808 358 digitos. Es el 44° nimero primo de
Mersenne

Asi que podemos afirmar que el mayor ntmero perfecto
conocido hasta la fecha es:

(232582657_1) . 232582656

Y por ahora es el cuadragésimo cuarto ntimero perfecto. ;{Sélo
44 ntimeros perfectos con menos de 10 millones de digitos!
Efectivamente son escasos. Muy escasos.

El numero primo de Mersenne
mds grande conocido en 2006
era:

2325 82657 _ 1

Un numero con 9.808.358
digitos. Es el cuadragésimo
cuarto numero primo de
Mersenne.

Y sin embargo Nicémaco afirma que hay infinitos. ;En qué se
basaria? ;Simple intuicién? Ni Nicémaco ni nadie después ha
podido demostrar que sea cierto y tampoco nadie ha demos-
trado que no lo sea. ;Existirdn de verdad infinitos niimeros
perfectos?

Cuando Euclides hace su demostracién de la proposicién 36
del libro IX y encuentra la maquina de fabricar nimeros per-
fectos, nunca pensé que serfa una mdquina con tan poca pro-
ductividad. Tanto esfuerzo para tan poco fruto.

De hecho hasta el siglo XX sdlo se conocian 9 nimeros per-
fectos. El quinto, que tq, lector, has podido calcular con una

simple calculadora cientifica en unos segundos, se descubre
en el siglo XV.

(2"-1)-2" = 33550336

El sexto y el séptimo se los debemos a un matematico bolonés
del siglo XVI poco conocido, Pietro Antonio Cataldi, que tuvo
la santa paciencia de hacer una tabla con la factorizacion de
los 800 primeros niimeros. El sexto y el séptimo son

(2"7-1) - 2' = 8 589 869 056
(2°-1) - 2'* = 137 438 691 328

iDoce digitos! No estd mal. Animado por el éxito Cataldi afir-
mo, sin probarlo claro, en Utriusque Arithmetices que para los
exponentes p = 2,3,5,7,13,17, 19, 23, 29, 31, 37 la expresiéon

212 — 1)
daba nimeros perfectos.

Tenia razén para los primeros. Para p = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19,
pero s6lo una de sus cuatro siguientes aserciones, 23, 29, 31,
37, es correcta, la correspondiente a 31. Serd el propio Fermat
el encargado de demostrar que los exponentes 23 y 37 no pro-
porcionan nimeros perfectos. Sin embargo nada dice de 29 y
31. Y no es de extraiiar, que ya lo dice el propio Mersenne
hablando del trabajo de factorizar estos ntimeros de tantos
digitos:

(...) para decir que un nimero dado de 15 o 20 digitos es

primo, o no, haria falta todo el tiempo del mundo.

Por cierto, el avezado lector ya habrd descubierto que el pobre
Nicémaco estaba poco inspirado pues, en contra de su afir-
macioén de alternancia entre las cifras 6 y 8 como terminacio-
nes, el quinto y el sexto nimeros perfecto terminan ambos en
6. Se le puede disculpar el lapsus sobre todo pensando en sus
pobres herramientas de cdlculo aritmético. Con un dbaco no
se podia ir muy lejos...

Para encontrar el siguiente, el octavo, hay que esperar casi
doscientos afios y, jcomo no!, viene presentado por un genio:
el mismisimo Euler en 1732.

(2*'-1) - 2°° = 2 305 843 008 139 952 128
(de 19 digitos)
De paso demostré que el nimero (2*-1) no era primo y por
tanto (2%-1)-2* no es perfecto.

Alo largo del siglo XIX sélo se descubriran dos nuevos ntimeros
perfectos. El décimosegundo correspondiente al exponente 127:

(2127_ 1)'2126



descubierto por Lucas en 1876 y el noveno correspondiente al
exponente 61:
(251_ 1)'260

descubierto por Pervusin en 1883.
El décimo y el decimoprimero y todos los que les siguen hasta

el trigésimo primero se han descubierto ya en el siglo XX. Y
los dltimos seis a partir del aio 2000.

Todos terminan en 6 u 8.
En algo llevaba razén Nicémaco

La demostracion no es complicada.

Las potencias de 2 terminan de forma secuencial en 2,4, 8y 6

Para los valores de n = 1, 5, 9 ... s6lo el primero proporciona
un numero perfecto, el 6. El resto, al ser n + 1 par, hace que
(2'-1) no sea primo.

El resto de los niimeros perfectos sale de las filas segunda y
cuarta y por tanto terminan forzosamente en 6 u 8, aunque no
de forma alternada.

Terminacion | Terminacién | Terminacién

" de 2" de2'-1 de (2-1)2"
1,509.. 2 3 6
2, 6, 10... 4 7 8
3,7, 11.. 8 5 (o e o) 0
4,8,12.. 6 1 6

Lo que si esta claro es que todos los nimeros perfectos gene-
rados con la férmula de Euclides son pares. Pero ahora nos
asalta otra duda: ;habra ntimeros pares que sean perfectos y
que no se ajusten a esa férmula? Es decir, ;sera cierto el reci-
proco de la proposiciéon 36 de Euclides para los ntiimeros
pares?

El teorema de Euclides-Euler
de los nameros perfectos

Si la suma de las n primeras potencias de 2 es un ndimero
primo, entonces el producto de la suma por la dltima
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potencia sumada es un numero perfecto. Y ademds todo
numero perfecto par es de esta forma.

Y otra vez Euler, en su Tratactus de numerorum doctrina, nos
proporciona una demostracién que luego completard en su
obra De numeris amicabilibus.

Veamos esta demostracion, segiin sus propias palabras:

Un ndmero perfecto N es un nimero cuya suma de sus
divisores S(N) es dos veces mas grande que él mismo. Asf,
si S(N) = 2N, N es un numero perfecto.

Si es par serd de la forma 2" A, siendo A un nimero impar,
primo o compuesto. Ahora bien, si

N = 2" A, tendremos que S(N) = (2" — 1) S(A), de donde
se deduce que

S(A) 2n+1

A (2n+1 _ 1)

Como el numerador es una unidad mayor que el denomi-
nador, no puede superar a la suma de los divisores del
denominador, es decir, es igual o inferior a la misma. En el
segundo caso no hay solucién, y en el primero no existird
solucién a menos que 2"'-1 no sea un nimero primo. Asi
cada vez que 2"'—1 sea un nimero primo, es preciso tomar
A=2"'-1, y entonces tendremos un numero perfecto
N=27(2"1-1).

Asi todos los niumeros perfectos pares estdn contenidos en
esta férmula 2" (2"'-1) , con la condicién de que (2"'-1)
sea un nimero primo, lo que sé6lo ocurre si # +1 es un
nimero primo, aunque no es cierto que todo ndmero
primo de la forma n+1 haga que 2*'-1 sea prim.

Euler comete en esta demostracién un pequeno fallo, al supo-
ner que al ser

2n+1

2n+1 _ 1

irreducible, también lo ha de ser la fraccién

S(A)
A
Podria ocurrir que
S(4) k2!
A k@7 -1)

Euler analizard este caso y demostrara que es imposible en su
trabajo De numeris amicabilibus.

Pero Euler no se atreve a afirmar que éstos sean los unicos
numeros perfectos. Es mds, afirma que hasta entonces nadie
lo ha demostrado, pero que eso no significa que existan.
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¢Existen nimeros perfectos impares?

Descartes, en una carta a Mersenne, ya confiaba poder
demostrar que los inicos nimeros perfectos pares eran los de
Euclides y que si habia nimeros perfectos impares tenfan que
ser el producto de un niumero primo por un cuadrado cuya
raiz fuese un producto de nimeros primos.

Euler, cdmo no, otra vez Euler, comenzaria la carrera de des-

cubrir como habria de ser ese raro ejemplar de ndmero per-
fecto impar en el caso poco probable de que existiera...

Si existe un tal nimero perfecto tendrd la forma
(4:1’! + 1)4/l+1 PZ
donde P es un niimero impar y 4# + 1 un niimero primo.

Sylvester, en 1888, basandose en el hecho de que la suma de
los inversos de los divisores de un ntimero perfecto es igual a

2, demostrd, y no es muy complicado, que de existir un nume-
ro perfecto impar debe tener al menos tres factores primos
distintos.

Hoy gracias a la ayuda de potentes ordenadores sabemos que
de existir un nimero perfecto impar ha de tener al menos 8
factores primos distintos y que ha de ser mayor que 10°”.

A la mayoria de nosotros este dato nos haria pensar que es
indtil proseguir la busqueda. Y sin embargo sélo hay 12

numeros perfectos pares con menos de 300 cifras...

La buisqueda, o la demostracién de que no hay que continuar
buscando, nos sigue esperando.

Me temo que durante muchos aios los nimeros perfectos van
a traer a los matematicos...

DE CABEZA 1
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Epigrafe 109 del Tratactus de numerorum doctrina
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